ELLIPSZIS - SEREG ALKOTTA FELULET
frta: Hajdu Endre

A gorbék és gorbe feliiletek tulajdonsagait a differencidlgeometria vizsgalja
mélyrehatéan. Ez a tudomanyag a matematikailag leirhat6 téralakzatokra
altalanosan érvényes tételeket fogalmazza meg, de nem elsdleges feladata a
szemléltetés és egyes konkrét alakzatok egyedi vizsgalata.
A matematikailag megalapozott szemléltetés és az alakzatokkal kapcsolatos
— euklideszi — szerkesztések az abrazold geometria targykorébe tartoznak.
Mivel egyes feliiletek kiilonleges abrazolasi problémakat vethetnek fel, az
abrazold geometridban indokolt egyes gorbek és feliiletek egyedi vizsgalata is.
Az aladbbiakban éppen egy ilyen, abrazolasi szempontbol figyelemre mélto
feluiletrdl esik szo.

Tekintstlik azt a feliiletet, melyet a derékszogii koordinata rendszer O kezdo-
pontjaval azonos kdzéppontu, olyan ellipszisek alkotnak, melyeknek az
X, Y sikban 1év6 nagytengelyiikre az a = R, a z tengellyel egybeesd
kistengelyiikre a b = R|sin u| érvényes, ahol R adott tavolsag, u az ellipszis
nagytengelyének az X tengellyel bezart szoge (1. dbra).
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1. abra

Az igy értelmezett feliiletnek csak azzal a részével foglalkozunk a tovébbiakban,
melyre 0° < u <90°, és a feliileti pontok z koordinataja nem negativ. Mire az
ellipszis nagytengelyének A végpontja befutja az X, y sikban 1év6 R sugara
negyedkort, a valtozd méretii ellipszis negyed ive u = 90°-nél az y, z sikban
1évd negyed korreé fajul. Megemlitjiik még, hogy a tovabbiakban az X, y sikot
elsd, az y, z sikot masodik képsiknak tekintjiik, abrazolasi szempontbol.

A fentebb definialt ellipszisivek altal alkotott feliilet fontosabb jellemzdi a
kovetkezok:

1. Az X, y sikra merdleges siku ellipsziseknek az y, z sikon 1évé vetiilete O
koézéppontu korsereg. Ugyanis a vetiilet az y, z sikon olyan ellipszis, melynek



két tarsatmérd parja egymasra merdleges €s egyenld hosszusagu szakasz, ezért a
vetiilet kor.

2. A feliilet egyenletének felirasahoz sziikséges két paraméter egyike legyen a
mar értelmezett U szOg, a masik paraméter a feliileti pontnak a z tengelyt6l mért
Vv tavolsaga (2. abra). A feliilet pontjainak koordinatai:

X=VCosu, y=vsinu,

az OP atfogdju derékszogl haromszogbol:

z=sinuvR? —v? .
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2. dbra

3. Az x tengelyhez illeszked?d sikok a feliiletet olyan ellipszis (ivben) metszik,
melynek vetiilete az X, y sikon koriv. Legyen egy ilyen siknak az X, y sikkal
bezart hajlasszoge ¢, a sik 4ltal a feliiletbdl kimetszett gérbe egy P pontjanak az
X tengelyt6l mért tdvolsaga r . Ekkor az els6 vetiilet hasonld haromszogei

alapjan

R : . ;
=— , vagyis r-tél fiiggetleniill v = R :
Coose T ay ol tuggetlenul v cos ¢

4. A feliilet szimmetrikus az X, y €s az Yy, z sikok szogfelezd sikjara, vagyis az y
tengelyhez illeszkedd, s a két koordinata sikkal 45°-ot bezar6 sikra.

A 3/a abra szerint az emlitett szimmetria esetén egy X; Y; z koordinataji P pont
szimmetrikus Q parjanak koordinatai z; y; X. Ilyen pont a 3/b abra szerint a
feliilet minden pontja esetében szerkeszthetd; ha a P pontot tartalmazo p ellip -
szis elsd vetiiletének sugara egyenld a Q pontot tartalmazdé q ellipszis masodik
képének sugaraval, akkor teljesiilnek a koordinatakra fentebb emlitett feltételek.
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3. abra

5. A feliilet tetszoleges pontjahoz tartozo €rintdsik megszerkeszthetd. Ugyanis a
feliilet minden pontjat két ellipszis tartalmazza, melyeknek egyik képe kor,
amely tény kiilondsen egyszertive teszi az €rintdsik nyomvonalanak megszer-
kesztését. A 2. abra P pontjat tartalmazo két ellipszishez tartozo e, f érintdk altal
meghatarozott érintdsik S nyomvonala az x, y sikon a két érinté E és F nyom -
pontjanak 6sszekotd egyenese.

6. A feliilet 3. konturgorbéje ellipszis.

A feliiletnek ugyanis 1étezik egy olyan &’ vetiiletii gérbéje, melynek els6 képe
R/2 sugarq, az y tengelyt O-ban érintd kor (4. abra). A feliilet korabban emlitett
szimmetridja folytan k masodik képe is R/2 sugaru kor, vagyis k olyan ellipszis,
melynek mindkét képsikszoge 45°, két érintdje az y tengellyel parhuzamos, ezért
k a harmadik képsikra merdleges siku feliileti gérbe, mely az abrarol leolvasha -
toan, tetszoleges P pontjaban érinti a feliiletet. A k gorbe ezért a feliilet harma -
dik kontirgorbéje.
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7. A feliilet minden pontjan atmend két ellipszisen és a 6. pontban targyalt
kontargorbén kiviil tovabbi nevezetes gorbék azok is, melyeknek mindkét
vetiilete kor, 1ll. koriv.
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5. abra

Tekintsiik azt a feliileti gorbét, melynek elsd képe az r sugaru g’ félkor,
kozéppontja az y tengelyen van (5. dbra). Szamitsuk ki a gérbe valamely P
pontja masodik képének tavolsagat attol a G ponttdl, melyet az OP ’szakasz
felezd egyenese metsz ki az y tengelybdl. Az dbra jeloléseivel

. _ a b 2rsinu.R  Rsinu
a=2rsinu, b=2rsin“u, cose=—, c= = - = )
R 2c0se  2.2rsinu 2
2
G- -
cose 4r

Vagyis u-tol fliggetleniil a g~ gorbe pontjainak a G ponttol mért tavolsaga
allando érték, azaz g méasodik képe koriv, melynek — O-tdl kiilonb6z6 — vég-
pontjat az abra szerint felvetitéssel kapjuk.

Ha r= g, akkor a feliilet Gjabb ellipsziséhez jutunk (6. abra), melynek mindkét
képe félkor, s merélegesen metszi a 3. kontur ellipszisét. Az abra | ellipszise

kettévalasztja a g gorbéhez hasonlo, vagyis mindkét képsikon kor, ill. koriv
vetiiletli feliileti gorbéket.



& 6. abra

A 7. abra a feliiletnek egy lehetséges (ferde) axonometrikus képét szemlélteti két
moddon: a 7/a 4bra a feliilet két ellipszisseregét tlinteti fel, a 7/b dbra pedig a
mindkét vetiileten kor, ill. koriv vetiiletli feliileti térgorbék seregét.
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7. abra

A 6. és 7/b abrak szaggatott vonallal rajzolt gorbéi ezattal nem eltakartsagot
jeleznek.



A VETULETBEN KOR (KORiV) FELULETI GORBE EGYENLETE

Az els6 vetiileten r sugart korbdl y = r—+/r?> —x?. Ugy tiinik, célszeriibb az y koordinatat
valasztani valtozonak, ugyanis adott r esetén egy Y értékhez egyetlen x érték tartozik, mig
forditott esetben adott X - hez két y tartozik. Ezutan a z koordinata szamitasa a kovetkezo:

a masodik képen a koriv sugarat jelolje p és p = el A koriv egyenlete (y— p)* +2° = p°.
r

Ebbbl rendezés utan a z Koordinata:

FUGGELEK
A feliilet derékszogl koordinatas egyenlete és szemléltetése
Osszeallitotta: Galgoczi Gyula

A fentiek szerint a feliilet paraméteres egyenletrendszere:
X =1-CosuU, (1)
y =v-sinu, (2)

z=+R?—v?-sinu. (3)

Az (1)¢és(2)egyenletek négyzetre emelésével:
2 +yt=v? (4)

innen — figyelembe véve, hogy v egy tavolsag — :

v = JZ+ 2. (5)

Most (2)-bdlés (5) - bol:
sinu=%2=—-2_ (6)
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igy (3),(4)¢és(6)szerint:
z=+VR?—v?-sinu=,/R2—(x?+y?) - — (7)
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(7) - et atalakitva:

RZ

z(x,y)=y" —1. (8)

x2 4y




A 2. abra elotti képletek szerint, az R = 10 és Xpin = 0, Xmax = 10, Ymin = 0, Ymax = 10
hosszegység adatokkal, az interneten az [ 1 ] cimen talalt 3D - s &brazol6 prog -
rammal kaptuk az F1. abrat.

F1. abra

A targyalt feliilet egy darabjanak a feliilet szerzoje altal készitett kartonpapir
makettje az F2. abran szemlélhetd.

F2. abra



Megfigyelhet6 az F1. és az F2. abrak hasonlosaga.

Forras:

[ 1] - http://www.math.uri.edu/~bkaskosz/flashmo/tools/parsur/
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